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(Pre´sente´e par B. Petkanchin, membre de l’Acade´mie, le 23 mars 1982)
1. Introduction. Soit M une varie´te´ riemannienne de tenseur me´trique g et tenseur
de la courbure R. On definit la courbure sectionnelle K(α) d’un 2-plan α par
K(α) = R(x, y, y, x) ,
ou` {x, y} est une base orthonorme´e de α. Le the´ore`me de Schur suivant est bien connu:
Soit M une varie´te´ riemannienne de dimension m > 2, telle que pour chaque point
p ∈ M la courbure d’un 2-plan arbitraire α dans Tp(M) ne de´pend pas de α: K(α) = c(p).
Alors c(p) ne de´pend pas de p, c’est-a` dire M est a` courbure sectionnelle constante.
Soit M une varie´te´ presque hermitienne de tenseur me´trique g, structure presque com-
plexe J et tenseur de la courbure R. Soit α un 2-plan dans Tp(M). L’angle ∢(α, Jα) ∈
[0,
pi
2
] entre α et Jα est donne´ par
cos∢(α, Jα) = |g(x, Jy)| ,
ou` {x, y} est une base orthonorme´e de α. Un 2-plan α est dit θ-holomorphe, si ∢(α, Jα) =
θ. Un 0-holomorphe (resp.
pi
2
)-holomorphe) 2-plan est dit aussi holomorphe (resp. anti-
holomorphe).
On dit que M est a` courbure sectionnelle θ-holomorphe constante par points, si pour
chaque point p ∈ M la courbure d’un 2-plan arbitraire θ-holomorphe α ⊂ Tp(M) ne
de´pend pas de α: K(α) = c(p). Particulie`rement, si c(p) ne de´pend pas de p, M est dite
varie´te´ a` courbure sectionnelle θ-holomorphe constante.
Une varie´te´ presque hermitienne M est dite RK-varie´te´, si
R(x, y, z, u) = R(Jx, Jy, Jz, Ju)
pour tous x, y, z, u ∈ Tp(M), p ∈ M . Soit ∇ la connection riemannienne de M . Si
∇J = 0, M est dite varie´te´ ka¨hlerienne.
En liaison avec le the´ore`me de Schur on peux faire la conjecture suivante:
1
2Soit θ ∈ [0,
pi
2
] et soit M une varie´te´ presque hermitienne a` courbure sectionnelle θ-
holomorphe constante par points. Alors M est a` courbure sectionnelle θ-holomorphe con-
stante.
Dans [3] on a prouve´, que c’est vrai pour certains varie´te´s presque hermitiennes en cas
ou` θ = 0. Dans section 2 nous allons examiner le cas θ ∈ (0,
pi
2
) et dans section 3 - le cas
θ =
pi
2
pour une RK-varie´te´.
2. Le cas θ ∈ (0,
pi
2
).
The´ore`me 1. Soit M une varie´te´ presque hermitienne de dimension 2m ≥ 6 et soit
θ ∈ (0,
pi
2
). Si M est a` courbure sectionnelle θ-holomorphe constante par points, M
est a` courbure sectionnelle constante ou bien M est une varie´te´ ka¨hlerienne a` courbure
sectionnelle ϕ-holomorphe constante pour chaque ϕ ∈ (0,
pi
2
).
Preuve. Si p ∈ M et x, y sont des vecteurs uniques dans Tp(M) avec g(x, y) =
g(x, Jy) = 0, le plan avec la base {Jx, x cos θ + y sin θ} est θ-holomorphe et alors
(1) R(Jx, x cos θ + y sin θ, x cos θ + y sin θ, Jx) = c(p)
ou` c(p) ne de´pend pas de x, y. On de´duit de (1) et θ ∈ (0,
pi
2
)
(2) R(x, Jx, Jx, y) = 0 ,
(3) R(x, Jx, Jx, x) cos2 θ +R(Jx, y, y, Jx) sin2 θ = c(p) .
D’apre`s (2) et [4] M est une varie´te´ a` courbure sectionnelle holomorphe constante par
point µ:
(4) R(x, Jx, Jx, x) = µ(p) .
Il re´sulte de (3) et (4) que M est a` courbure sectionnelle antiholomorphe constante par
points ν. Donc le tenseur de la courbure a la forme [1]
(5) R = νpi1 +
µ− ν
3
pi2
avec
pi1(x, y, z, u) = g(x, u)g(y, z)− g(x, z)g(y, u) ,
pi2(x, y, z, u) = g(x, Ju)g(y, Jz)− g(x, Jz)g(y, Ju)− 2g(x, Jy)g(z, Ju) .
D’apre`s [5] si R a la forme (5), M est a` courbure sectionnelle constante ν ou bien M est
une varie´te´ ka¨hlerienne a` courbure sectionnelle holomorphe constante.
3. RK-varie´te´s a` courbure sectionnelle antiholomorphe constante par points.
The´ore`me 2. Soit M une RK-varie´te´ de dimension 2m ≥ 6 a` courbure sectionnelle
antiholomorphe constante par points. AlorsM est a` courbure sectionnelle antiholomorphe
constante.
3Preuve. Nous avons prouve´ dans [2], que si M est une RK-varie´te´ a` courbure section-
nelle antiholomorphe constante par poits ν, alors
(6) R =
1
6
ψ(S) + νpi1 −
2m− 1
3
νpi2 ,
avec
ψ(S)(x, y, z, u) = g(x, Ju)S(y, Jz)− g(x, Jz)S(y, Ju)− 2g(x, Jy)S(z, Ju)
+g(y, Jz)S(x, Ju)− g(y, Ju)S(x, Jz)− 2g(z, Ju)S(x, Jy) .
Ici S est le tenseur de Ricci pour M .
Pour un point p ∈ M soit α un 3-plan antiholomorphe dans Tp(M) avec une base
orthonorme´e {x, y, z}. D’apre`s la seconde identite´ de Bianchi
(7) (∇xR)(y, z, z, y) + (∇yR)(z, x, z, y) + (∇zR)(x, y, z, y) = 0 .
On de´duit de (6) et (7)
(8)
2g(y, (∇xJ)z)S(y, Jz) + g(z, (∇yJ)y)S(x, Jz) + g(x, (∇yJ)z)S(z, Jy)
+g(x, (∇zJ)y)S(y, Jz) + g(y, (∇zJ)z)S(x, Jy) + 3x(ν) = 0 .
Soit {ei, Jei; i = 1, . . . , m} une base orthonorme´e de Tp(M), telle que S(ei) = λiei,
i = 1, . . . , m. Il suite de (8) pour x = ei, y = ej , z = ek (i 6= j 6= k 6= i)
(9) ei(ν) = 0 .
On de´duit de (9) que ν ne de´pend pas du point p.
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